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Wst¦p

Izolatory Motta

� tlenki metali przej±ciowych

� izolator vs przewodnik � do±wiadczenie vs teorie pasmowe

� model u±rednionego oddziaªywania niepoprawny (Mott &
Peierls 1937)

� konieczno±¢ jawnego uwzgl¦dnienia oddziaªywania
elektron�elektron

Krysztaªy Molekularne

� baz¦ struktury krystalicznej stanowi¡ molekuªy

� wi¡zania pomi¦dzy molekuªami maj¡ chartakter siª van der
Waalsa (siª Londona)

� krysztaªy gazów szlachetnych, zwi¡zków nieorganicznych np.
CO2

� wodór, krysztaªy molekularne H2

APK, JS Przej±cie molekularny → atomowy wodór Katowice, 12 Czerwca 2015 3 / 43



Wst¦p Ukªady wodorowe � metalizacja

Metalizacja wodoru

G. Mazzola, S. Yunoki and S. Sorella, Nature

Communications 5, 3487, (2014)

Stan metaliczny wodoru
przewidywany jest w
ekstremalnie wysokich
ci±nieniach (Wigner &
Huntington 1935). W fazie tej
przewiduje si¦ istnienie stanu
nadprzewodz¡cego w
temperaturach pokojowych
(Ashcroft). Diagram fazowy
p − T nie jest jednak w peªni
znany ze wzgl¦du na brak
ewidencji eksperymentalnej a
wyniki bada« teoretycznych s¡
cz¦sto ze sob¡ sprzeczne.
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Modelowanie Oddziaªywania

Opis ukªadu

Ukªad

System cz¡stek � elektronów i j¡der atomowych �
oddziaªywuj¡cych ze sob¡

Zaªo»enie

Przybli»enie Borna�Oppenheimera � caªkowita f. falowa jest
iloczynem elektronowej oraz j¡drowej f. falowej
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Modelowanie Oddziaªywania

Hamiltonian

Szukany jest stan podstawowy ukªadu danego poprzez hamiltonian:

H = −
∑
i

∇2
i −

∑
ij

2

|~ri − ~Rj |
+

1

2

∑
i 6=j

2

|~ri −~rj |
+

1

2

∑
ij

2

|~Ri − ~Rj |

HΨ(x1, x2, x3, ...xN) = EGΨ(x1, x2, x3, ...xN)

Ψ(x1, x2, x3, ...xN) jest N cz¡stkow¡, zantysymetryzowan¡ funkcj¡
falow¡
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Modelowanie Dost¦pne metody

Wybrane metody typu ab-initio

� Teoria Funkcjonaªu G¦sto±ci (DFT):
LDA +U, GGA + U, DFT-d

� Dynamic Mean Field Theory
+ LDA (DMFT + LDA)

 Double counting problem

� Metoda Hartree-Focka (RHF/UHF)
} f. falowa jako

pojedynczy wyznacznik Slatera

� Con�guration Interaction (CI)

� Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)

}
"dokªadne"
maªe ukªady

Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI) - krótko

EDABI to wariacyjna metoda typu ab-initio w której
optymalizowane s¡ jednocz¡stkowe, zlokalizowane funkcje falowe a
ukªad opisany jest poprzez Hamiltonian dany w formalizmie II
kwantyzacji (w reprezentacji liczby obsadze«).
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Modelowanie Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)

Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)
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Modelowanie Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)

Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)
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Modelowanie Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)

Baza jednocz¡stkowa i procedura

Baza jednocz¡stkowa

Niech baza jednocz¡stkowych f. falowych wi wyra»a si¦ poprzez rozwni¦cie w
orbitalach Slatera ψαi :〈

wαπi (j)(r)
∣∣∣ wα′i (r)

〉
= δiπi (j)δαα′ ,

wα (r − Ri ) = wαi (r) =
Z∑
j=0

∑
ᾰ

´βᾰj ψ
ᾰ
πi (j) (r) ,

gdzie πi jest funkcj¡ mapuj¡c¡ Z s¡siadów w¦zªa (atomu/jonu) i , oraz

πi (0) = i .

Dost¦pne metody

� metoda Löwdina (ukªady sko«czone)
� metoda form kwadratowych (ukªady niesko«czone)
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Modelowanie Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)

Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)
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Modelowanie Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)

Hamiltonian

H =
∑
σ,i ,j

tij ĉ
†
iσ ĉjσ +

∑
i ,j ,k,l
σ,σ,

Vijkl ĉ
†
iσ ĉ
†
jσ, ĉlσ, ĉkσ +Hext + Vc−c

{ĉ†iσ, ĉ
†
j σ̄} ≡ {ĉiσ, ĉj σ̄} ≡ 0 oraz {ĉ†iσ, ĉj σ̄} ≡ δijδσσ̄,

Parametry mikroskopowe

Parametry mikroskopowe jako odpowiednie caªki jednocz¡stkowych
zlokalizowanych funkcji falowych:

tij =
〈
w(r)i

∣∣∣−∇2 −
n∑

k=1

2

|r − Rk|

∣∣∣w(r)j

〉
Vijkl =

〈
w(r)iw(r′)j

∣∣∣ 2

|r − r′|

∣∣∣w(r′)kw(r)l

〉
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Modelowanie Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)

Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)
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Modelowanie Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)

Stan N cz¡stkowy w II kwantyzacji

Stany bazowe w przestrzeni Focka wygodnie wybra¢ jako:

|Φk〉 =
∏
i∈Ω↑k

ĉ
†
i↑

∏
j∈Ω↓k

ĉ
†
j↑ |0〉 , 〈Φk |Φl 〉 = δkl

przykªadowo:

|Φ〉 = |0, 1, . . . , 1〉︸ ︷︷ ︸
spin ↑

⊗ |1, 0, . . . , 1〉︸ ︷︷ ︸
spin ↓

= ĉ
†
2↑ · · · ĉ

†
N↑ĉ

†
1↓ · · · ĉ

†
N↓ |0〉 ,

stan N cz¡stkowy ma wi¦c posta¢:

|Ψ〉N =N
∑
k

Ak |Φk〉
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Modelowanie Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)

Procedura

Rdze« metody: poniewa» hamiltonian zale»y jawnie od{{
Tij

}
,
{
Vijkl

}}
, zale»y on równie» od

{
wαi
}
, tak wi¦c stan

podstawowy jest odnajdowany poprzez diagonalizacj¦ hamiltonianu
danego jako macierz zapisana w bazie N-cz¡stkowej przestrzeni Focka:

HN = 〈Φk |H |Φl 〉

wraz z optymalizacj¡ ze wzgl¦du na parametry wariacyjne{
α
}
:

EG

[{
w

(α)
i

}]
=
〈
ΨN

∣∣Hα
N

∣∣ΨN

〉
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Modelowanie Exact Diagonalization Ab Initio (EDABI)

Procedura
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Modelowanie Obliczenia numeryczne

Superkomputer TERA-ACMiN

Wyposa»anie

� 5 szaf typu rack

� 96 w¦zªów obliczeniowych
� 2× procesor Intel Xeon/
w¦zeª (8 rdzeni ka»dy)

� interfejs In�niBand 4X
QDR

� 16× 2 akceleratory
NVIDIA Tesla

� macierz dyskowa 288TB

http://acmin.agh.edu.pl/

index.php/pl/

aparatura-b/cen-komp

Moc

Caªkowita teoretyczna moc
obliczeniowa: 31TFlops

Pomysª:

Liczenie caªek jest kosztowne
- zrównoleglenie?

APK, JS Przej±cie molekularny → atomowy wodór Katowice, 12 Czerwca 2015 17 / 43

http://acmin.agh.edu.pl/index.php/pl/aparatura-b/cen-komp
http://acmin.agh.edu.pl/index.php/pl/aparatura-b/cen-komp
http://acmin.agh.edu.pl/index.php/pl/aparatura-b/cen-komp


Modelowanie Obliczenia numeryczne

Idea - zrównoleglenie dwuetapowe

Niezale»o±¢

Ka»da z caªek mo»e by¢ liczona niezale»nie - nie ma konieczno±ci
wymiany informacji(komunikacji).

APK, JS Przej±cie molekularny → atomowy wodór Katowice, 12 Czerwca 2015 18 / 43



Modelowanie Obliczenia numeryczne

Rozwi¡zanie "process�pool"

Procedura minimalizacyjna (dziaªaj¡ca w pojedynczym procesie)
korzysta z rozwi¡zania nazywanego przez nas process�pool,
zaimplementowanego przy pomocy MPI (Message Passing
Interface)

Diagonalization
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Modelowanie Obliczenia numeryczne

Software QMT

QMT

Aktualnie rozwijany jest kod pod nazw¡ QMT
(Quantum Metallization Tools)
bitbucket.org/azja/qmt
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Modelowanie Dost¦pne skªadowe modelowania

Atomowe ZOO

orbitale EG E
jon
1 E

jon
2 E

jon
3 E

jon
4

H 1s -0.999

He 1s, 2s, 2p -5.796

Li 1s, 2s, 2p -14.827 0.377 5.450 9.000

Be 1s, 2s, 2p -29.046 0.564 1.287 11.195 16.000

B 1s, 2s, 2p -49.153 0.947

C 1s, 2s, 2p, 3s, 3p -75.166

Wszystkie warto±ci podane s¡ w Rydbergach (Ry).
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Modelowanie Dost¦pne skªadowe modelowania

Atomowe ZOO

orbitale ∆EG ∆E
jon
1 ∆E

jon
2 ∆E

jon
3 ∆E

jon
4

H 1s 0,05%

He 1s, 2s, 2p 0,19%

Li 1s, 2s, 2p 0,86% 4,87% 1,97% 0,0025%

Be 1s, 2s, 2p 0,99% 17,69% 3,85% 1,03% 0,013%

B 1s, 2s, 2p 0,33% 55,27%

C 1s, 2s, 2p, 3s, 3p 0,72%
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�a«cuch molekularny (H2)
n

Model

�a«cuch (H2)n

Oczekiwania i zaªo»enia

� spójny opis ukªadu � poprawna asymptotyka (energia molekuªy H2,
energia dysocjacji)

� jeden elektron na w¦zeª (tzw. half��lling) N = n gdzie n to liczba j¡der

� uwzgl¦dniamy tylko stany elektronowe 1s
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�a«cuch molekularny (H2)
n

Stan N elektronowy

n 4n N = n N = n, Sztot = 0

2 16 6 4
4 256 70 36
6 4096 924 400
8 655 36 128 70 4900
10 1 048 576 184 756 635 04
12 16 777 216 2 704 156 853 776

Wymiar przestrzeni stanów w zale»no±ci od liczby uwzgl¦dnionych stanów
jednocz¡stkowych 2n
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�a«cuch molekularny (H2)
n

Diagonalizacja macierzy hamiltonianu

Diagonalizacja wykonywana jest metod¡ iteracyjn¡ (metoda
Lanczosa). Mo»e by¢ usprawniona poprzez wykorzystanie
odpowiednich praw zachowania, jak[

H, Sztot
]

=0.

Stany bazowe mo»na w takiej sytuacji posortowa¢, tak aby
hamiltonian miaª macierz blokowo diagonaln¡.

Przykªad: sortowanie ze wzgl¦du na Szt ot

Wykorzystywanie symetrii (prawa zachowania) pozwala uczyni¢
diagonalizacj¦ bardziej efektywn¡:

Diagonalizacja dla niewielkich macierzy

W przypadku niewielkich macierzy diagonalizacja nie jest
czasochªonna ale czasochªonne mo»e by¢ co innego...
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�a«cuch molekularny (H2)
n

Funkcje orbitalne i caªki

Baza funkcji

Orbitale Slatera przedstawiamy jako kombinacj¦ liniow¡ gaussianów:

Ψ1s
i (~r) ≈

√
α3

π
e−α|~r−~ai | ≈ α3/2

NG∑
a=0

(2α2Γ2
a

π

)3/4
e−α

2Γ2a|~r−~a|2

Caªki a rozwini¦cie w gaussianach

Przybli»enie f. orbitalnej przez sko«czone rozwini¦cie w f. Gaussa
uªatwia liczenie caªek, w szczególno±ci dwuciaªowych.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa

Wyznaczenie pojedynczej caªki Vijkl - zªo»ono±¢ O(z4N4
G )
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�a«cuch molekularny (H2)
n

R= 1.43042 (a0) a= ∞ θ= π/2
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Funkcje wi (~r) otrzymujemy stosuj¡c przybli»enie ciasnego wi¡zania.
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�a«cuch molekularny (H2)
n

Model ªa«cucha H2 - liczba caªek M ro±nie liniowo z rcuto�

Liczba caªek

Uzwgl¦dnienie oddziaªywa« do jak najdalszych s¡siadów jest bardzo
istotne (zbie»no±¢). W przypadku modelu ªa«cucha zbudowanego z
trzech, periodycznie uªo»onych molekuª H2 jest to ok. 500 caªek
dwuciaªowych! Czas wyliczenia ka»dej ∝ z4 × N4

G , dla z = 5 i
NG = 9 jest to liczba operacji ∝ 1010 (read, sqrt, exp, a/b).
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�a«cuch molekularny (H2)
n

Wyniki

Molekuªa H2

-2
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E
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R
y
)

R (a0)

free-atom limit

H2 dimer - staticsinglet

triplet x3

singlet x2

E-
E1 = E2 = E3

E6
E+

Wyniki

RB = 1.43042(1.4010) a0,
EB = −2.2959(−2.3322) Ry ,
EZPM = 0.024072(0.02) Ry .
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�a«cuch molekularny (H2)
n

Wyniki

Energia ukªadu
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�a«cuch molekularny (H2)
n

Wyniki

Entalpia ukªadu
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�a«cuch molekularny (H2)
n

Wyniki

Entalpia w funkcji ci±nienia (siªy)
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Szczegóªy

APK, AB i JS arXiv:1506.03356 [cond-mat.str-el].
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�a«cuch molekularny (H2)
n

Wyniki

G¦sto±¢ elektronowa w funkcji odlegªo±ci mi¦dzy molekuªami
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�a«cuch molekularny (H2)
n

Wyniki

G¦sto±¢ elektronowa
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�a«cuch molekularny (H2)
n

Wyniki

Natura przej±cia
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Przej±cie
Przy przej±ciu U/W zmienia si¦ z 1.49 (w fazie

molekularnej) na 0.79 (w fazie kwaziatomowej).

�rednie C0 ≡
〈
ĉ
†
1
ĉ
2

〉
i C1 ≡

〈
ĉ
†
1
ĉ
3

〉
prze-

chodz¡ od kon�guracji molekularnej C0 ≈ 1

C1 ≈ 0 do mieszanej (inset z prawej).
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Skalowanie i analiza wydajno±ciowa Analiza zbie»no±ci

Zasi¦g oddziaªywa« i liczba gaussianów NG

Parametr zasi¦gu M

M ≡
⌊ rcuto�

a

⌋

-1.167

-1.166

-1.165

-1.164
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-1.161
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E
 (

R
y
)

a (a0)

a) M=025
M=050
M=100
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M=250
M=300

-1.1725

-1.17

-1.1675

-1.165

-1.1625
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E
 (
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)

1/M

E(M→ ∞)=-1.165

b)
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a
B
 (

a
0
)

1/M

aB(M→ ∞)=4.112

c)

-1.1655

-1.165

-1.1645

-1.164

-1.1635

-1.163

-1.1625

-1.162

-1.1615

 2  4  6  8  10  12  14

E
 (

R
y
)

NG

P=  56

ENG→ ∞
=-1.165049 Ry

M=250

Obrane parametry

M = 250 NG = 9
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Skalowanie i analiza wydajno±ciowa Analiza zbie»no±ci

Procedura minimalizacyjna - skalowanie i analiza
wydajno±ciowa

Zaªo»enie

Najbardziej czasochªonnym etapem oblicze« jest wyznaczenie
próbnej warto±ci EG ({~Ri}, α). Aby powy»sze rozwi¡zanie byªo
efektywne czas wyznaczania caªek powinien by¢ ±rednio nie krótszy
ni» czas zwi¡zany z diagonalizacj¡ macierzy hamiltonianu. Warunki
te s¡ speªnione dla prezentowanych wyników.

Zaªo»enie

Ciekawa jest analiza w re»imie tzw. silnego skalowania (staªy romiar
problemu vs zmienna liczba zasobów). Jedn¡ z mo»liwo±ci jest
posªu»enie si¦ Prawem Amdahla.
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Skalowanie i analiza wydajno±ciowa Prawo Amdahla

Wyprowadzenie Prawa Amdahla
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Skalowanie i analiza wydajno±ciowa Prawo Amdahla

Wpªyw parametru f na przyspieszenie

 2
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Amdahl’s law

f=0.95
f=0.90
f=0.80
f=0.70
f=0.60
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Skalowanie i analiza wydajno±ciowa Wydajno±¢ rozwi¡zania Process-Pool

Prawo Amdahla a implementacja Process-Pool w QMT

Dla NG = 9 oraz M = 250, f ≈ 0.97. Wynik ten silnie zale»y od
obu parametrów - tym lepsze skalowanie im wi¦ksza liczba caªek
lub/i NG .
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SU(P,II,I) = (0.0303 + 0.9697/P)
-1

SU(∞,II,I) = 32.9833

Amdahl law

Szczegóªy

AB, APK i JS
arXiv:1504.00500

[cond-mat.str-el].
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Skalowanie i analiza wydajno±ciowa Efektywne przyspieszenie

Przyspieszenie

Najwa»niejszym wska¹nikiem od strony
u»ytkownika, jest absolutne
przyspieszenie czyli stosunek

SUabs(P) ≡ Ts

Tmin
p (P)

w naszym przypadku Tmin
p (P) to czas

odnosz¡cy si¦ do oblicze« w modelu
dwuetapowego zrównoleglenia a Ts to
czas w peªni sekwencyjnego
odpowiednio zoptymalizowanego kodu∗.

P SUabs(P)

2 25.304
6 67.382
12 112.391
18 155.656
24 192.207
30 228.763
36 227.531
42 258.007
48 258.811
56 303.418

Wniosek

Sekwencyjnie, przedstawiony diagram E (R, a) liczyªby si¦ ponad
rok...

APK, JS Przej±cie molekularny → atomowy wodór Katowice, 12 Czerwca 2015 41 / 43



Podsumowanie

Podsumowanie

Implementacja metody EDABI

� efektywna
� generyczna

Ukªady wodorowe

� przej±cia fazowe
� spójno±¢ z wynikami dla H2

Wiele do zrobienia

� spektrum fononowe
� ukªady o wy»szej
wymiarowo±ci

� inne krysztaªy molekularne
(LiH, H2O ...)

� druga kwantyzacja dla
nieortonormalnych baz

Perspektywy

� Rozwijanie QMT
� DFT?
� EDABI + DE-GWF (dr
Michaª Zegrodnik)

APK, JS Przej±cie molekularny → atomowy wodór Katowice, 12 Czerwca 2015 42 / 43



Podsumowanie

Dzi¦kuj¦ za uwag¦
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Suplement Hamiltonian

Hamiltonian

H =
∑
i

εi n̂i +
∑
ijσ

tij ĉ
†
iσ ĉjσ +

∑
i

Ui n̂i↑n̂i↓ −
∑
ij

JijSiSj (1)

+
1

2

∑
ij

(
Kij −

Jij

2

)
n̂i n̂j +

∑
ij

Jij ĉ
†
i↑ĉ
†
i↓ĉj↓ĉj↑

+
∑
ijσ

Vij n̂iσ

(
ĉ
†
i σ̄ ĉj σ̄ + ĉ

†
j σ̄ ĉi σ̄

)
,

where ĉiσ and ĉ
†
iσ are the fermionic operators of annihilation and

creation of the electron with spin σ on 1s orbital of hydrogen atom
i mod 2 in H2 molecule b i

2
c.
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Suplement Electron�ion couplings

The numerical values of coe�cients in Taylor series of ground-state

energy. Up to the term E
(6)
B

all of the derivatives are calculated
analytically. Orders seventh�ninth (marked by an asterisk) were
calculated numerically due to complicated analytical expression for
ground-state energy.

E
(1)
B

(
Ry
a0

)
0.0

1
2!E

(2)
B

(
Ry

a20

)
0.430045

1
3!E

(3)
B

(
Ry

a30

)
−0.464021

1
4!E

(4)
B

(
Ry

a40

)
0.354584

1
5!E

(5)
B

(
Ry

a50

)
−0.253393

1
6!E

(6)
B

(
Ry

a60

)
0.174863

1
7!E

(7)
B

(
Ry

a70

)∗
−0.119178

1
8!E

(8)
B

(
Ry

a80

)∗
0.0817586

1
9!E

(9)
B

(
Ry

a90

)∗
−0.0563837
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Suplement Electron�ion couplings

The values (in atomic units) of the microscopic parameters of H2

Hamiltonian and the electron�ion coupling constants at the
hydrogen-molecule equilibrium (R = RB and α = αB).

microscopic paramters (Ry) coupling constants (Ry/a0)

ε -1.75079 ξε 0.00616165

t -0.727647 ξt 0.598662

U 1.65321 ξU -0.124934

K 0.956691 ξK -0.234075

J 0.0219085 ξJ -0.00746303

V -0.0117991 ξV -0.000426452
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Suplement Electron�ion couplings

The values (in atomic units) of the second-order electron�ion coupling
constants ξ2

i
= δ2Ξ/δR2 at the hydrogen-molecule equilibrium (R = RB

and α = αB).

coupling constants (Ry/a20)

ξ2ε 0.327335

ξ2t -0.560426

ξ2U 0.0504027

ξ2K 0.013028

ξ2J -0.00671566

ξ2V -0.0105204
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